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S.Dyachuk, Ph.D., Assoc. Prof.; M. Mykhailyshyn, Ph.D., Assoc. Prof. 
OPTIMIZATION OF INDUCTIVE HEATING OF CYLINDRICAL PARTS 
 
В промисловому виробництві широко застосовується індукційний нагрів з 
метою забезпечення деякого технологічного процесу. Найчастіше згідно типових вимог 
технології індукційний нагрів повинен забезпечити досягнення заданої кінцевої 
температури виробу з допустимою нерівномірністю по його об’єму. Для підвищення 
ефективності технологічного процесу повинен бути вибраний такий режим роботи 
індукційної установки, який забезпечує найкращі економічні показники, наприклад 
мінімізує енергетичні затрати. 
Розглядається індукційний нагрів порожнинного циліндра, внутрішній і 
зовнішній радіуси якого 𝑅1 і 𝑅2 відповідно і довжина якого  значно перевищує його діаметр. 
Процес теплопровідності описується рівнянням  
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в якому 𝑢(𝑡)𝑣(𝑟) − густина внутрішніх теплових джерел, 𝑣(𝑟)- задана функція радіуса. 
Температура відраховується від температури зовнішнього середовища. На внутрішній і 
зовнішній поверхнях виконуються умови конвективного теплообміну із зовнішнім 
середовищем 
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+ 𝑘2𝑇 = 0  при  𝑟 = 𝑅2.       (2) 
В початковий момент часу температура дорівнює температурі зовнішнього середовища, тобто 
𝑇(0, 𝑟) = 0          (3) 
Необхідно за заданий час 𝑡∗ нагріти деталь до заданої температури  𝑇∗(𝑟), тобто  
𝑇(𝑟, 𝑡∗) = 𝑇∗(𝑟),        (4) 
і при цьому функціонал           
𝑆 = ∫ 𝑢2(𝑡)𝑑𝑡
𝑡∗
0
 
приймав мінімальне значення. 
 Власні функції однорідної крайової задачі  
𝜕2𝑋
𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕𝑋
𝜕𝑟
+ 𝜇2𝑋 = 0, 
𝜕𝑋(𝑅1)
𝜕𝑟
− 𝑘1𝑋(𝑅1) = 0 ,     
𝜕𝑋(𝑅2)
𝜕𝑟
+ 𝑘2𝑋(𝑅2) = 0   
є функції 
𝑋𝑘(𝑟) = [𝑘2𝑌0(𝜇𝑘𝑅2) − 𝜇𝑘𝑌1(𝜇𝑘𝑅2)]𝐽0(𝜇𝑘𝑟) − [𝑘2𝐽0(𝜇𝑘𝑅2) − 𝜇𝑘𝐽1(𝜇𝑘𝑅2)]𝑌0(𝜇𝑘𝑟), 
в яких 𝜇𝑘 − корені рівняння 
[𝑘2𝐽0(𝜇𝑅2) − 𝜇𝐽1(𝜇𝑅2)][𝑘1𝑌0(𝜇𝑅1) + 𝜇𝑌1(𝜇𝑅1)] − 
−[𝑘2𝑌0(𝜇𝑅2) − 𝜇𝑌1(𝜇𝑅2)][𝑘1𝐽0(𝜇𝑅1) + 𝜇𝐽1(𝜇𝑅1)] = 0. 
Розкладемо в ряд по власних функціях задачі задану функцію 𝑣(𝑟) 
𝑣(𝑟) = ∑ 𝑣𝑛𝑋𝑛(𝑟)
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Розв’язок рівняння (1) шукаємо у вигляді 
𝑇(𝑟, 𝑡) = ∑ 𝑇𝑘(𝑡)𝑋𝑘(𝑟)
∞
𝑘=1          (5) 
Підставивши (5) в (1) отримаємо рівняння для знаходження невідомих функцій 𝑇𝑘(𝑡) 
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розв’язок якого при умові (3) 
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Розкладемо функцію бажаного розподілу температури 𝑇∗(𝑟) в ряд по власних функціях 
𝑇∗(𝑟) = ∑ 𝑇𝑘
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і після задоволення умови (4) отримаємо 
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Отже задача визначення 𝑢(𝑡) звелася до відшукання такого розв’язку нескінченної 
системи рівнянь (6), на якій функціонал 𝑆 приймає найменше можливе значення. Ми отримали 
так звану нескінченно-вимірну проблему моментів. Будемо шукати наближений розв’язок 
задачі, обмежуючи кількість рівнянь до 𝑚. Побудуємо функцію 𝑢𝑚(𝑡), яка мінімізує 
функціонал  𝑆. Так як експоненти 𝑒−𝑎𝜇𝑘
2(𝑡∗−𝜏) для різних 𝑘 лінійно незалежні, то  
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де 𝛼𝑛 − невідомі коефіцієнти. Підставляючи (7) в (6) для   𝑘 = 1,2, … , 𝑚, отримаємо лінійну 
систему рівнянь для знаходження коефіцієнтів   𝛼𝑛 
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Вибором величини 𝑚 можна регулювати точність забезпечення умови (4). 
Розв’язання задачі оптимізації індукційного нагріву порожнистого циліндра 
дозволяє визначити оптимальні потужності джерел, що забезпечують нагрів циліндра 
до заданої температури за заданий час t з забезпеченням бажаного розподілу температури. 
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